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Plan

* fonctions d’activation

* neurone et perceptron

* réseau de neurones
* rétro-propagation

« exemples

Machine Learning [Andrew Ng] http://cs229.stanford.edu
http://coursera.org/share/5aa61ab89328fc47de71£57999%bf14b?2

Deepmath [Bodin & Récher] http://exo7.emath.fr/cours/livre-deepmath.pdf



Rappels mathematiques

* dérivée de la composition de fonctions (chain rule)
(f(g(x)) = f'(g(x)) &'(x)

dz dz dy [ zdépend de y] [y dépend de x]

&_dy dx

» dérivée d’'une fonction de plusieurs arguments

9 9 Ox O Dy
—f — | ’ _
5. f (i y)=o-Ff(x.y) 5 ayf(x y) o

of df dx  Of dy

e | [ fdéepend de xety] [xetydependentdet]
ot 0Ox Ot Oy Ot
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Regression linéaire

* on cherche une approximation linéaire du jeu de données (x(i), y(i))
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Regression linéaire

* on cherche une approximation linéaire du jeu de données (x(i), y(i))

- dans I'exemple de la pression artérielle en fonction de 'dge, ona d =1

- dans I'exemple du taux de carbone en fonction du volume et du poids, ona d = 2

0 = X = : f(X):Ho—I—Hle---HdXd:@TX




Classification - regression logistique

e pour séparer par une droite les zones rouge et bleue, on cherche 6 tel que :

o(0"x) =0c(0p + O1x1 + -+ Ouxa) > % ' x =60y + 01x1 + -+ Ogxg >0

avec la fonction sigmoide définie par:

1 4.0 -
1 + e™X 3.5 -

3.0 A

o(x) =
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Fonctions d’activation

e fonctions d’activation possibles

la fonction sigmoide HEEEEEEEEE N R R 4
() = gEifss SRS
og(Xx) = — T E—— AEHEEEEE
Lte BiRSEEstciaanas
la tangente hyperbolique | B LRE
et —e ~ n
tanh(x) = e 5 tanh

la fonction marche de Heaviside

1si x>0 EE -
0 sinon BB R

H(x) = {

|la fonction linéaire rectifiée

ReLU(x) = max(0, x)

|- RelLU

e certaines ne sont pas deérivables en 0O.. ce n’est pas grave si on n'utilise pas 0



perceptron



Neurone

* neurone a d entrées et 1 sortie

X1 L
X2 X1
hw (x) x= |- w =
Xd Xd
1
1

 autre presentation graphique

« avec 1 neurone, on fait la régression (ou classification) linéaire

hu(x) = F(wTx) = F(3 L) wix;




Neurone

attention

hy, (x)

 autre presentation graphique

X =

h(x) = F(wTx) = F(3L, wix; + b)

apres

f(X) — g+ 0O01x1---0yxqg = 6" x

avant



Neurone - perceptron

 dentrées et 1 sortie

» classification lineaire avec f = H (Heaviside)

F(x,y)

X =

ho(x) = f(wTx) = F(XL, wix;

4.0

3.5 1

3.0 A

2.5 A

2.0

1.5 -

1.0 -

0.5 A




Neurone - perceptron

* on ne peut pas faire le OU exclusif (XOR) avec 1 seul neurone

* || faut plus de neurones

HHx—y—-1)4+H(—x+y

1) -1)

F (x, y)?o/
o

XOR

// F(x,y)>0
1 E




)

haurones



Réseau de neurones

- exemple de réseau avec d entrées, 1 sortie, 5 couches (n, =5) et une fonction d’activation uniforme f

X —= a[l]

A1) — a5l L pla

qlé+1] — f(Z[E—I—l])

hW,b(X) — glne] (1 </ < ng)
- - - i L - - s - -
X1 Wiq Wys Wiq, b 1€ zi aiﬁ.
- - - - - - -e. - -
X L L Wl Ll A e
. — | W[E] _ 21 22 2dy Pl 2 ] | e _ 2
Xd a o 0 pl Zg, ol
S _Wde+11 Wde+12 o Wd£+1de_ | e - - e |




Réseau de neurones

- exemple de réseau avec d entrées, 1 sortie, 5 couches (n, =5) et une fonction d’activation uniforme f

X —= a[l]

’ —hy p(X) A = Wil gl 4 ple]
: Jle+1] — f(z[“l])

hW,b(X) — a[nﬁ]

d = d; ng=>5 wlil -3« d Wl -ax3 wBl.2xa wh.1x2

* 31 parametres quand d = 3 !!



Calcul de I’'erreur

* on dispose donc d’'un jeu de n donnees (x(’), y(’)) (1<i<n)

» fonction d’erreur (ou codt)

J(W, bix,y) = 5(hw(x) — y)’

ny — 1 dg dg+1

JW,b) = 137 J(W, b;x®, y Dy + 2575757 (w12
=1 1 1 1

/=1 i=1 j=

* | faut deviner les nombreux parametres par apprentissage supervise

» descente du gradient sur J pour calculer tous les poids !



Calcul des derivees

» descente du gradient en calculant les dérivees partielles par rapport aux poids

0
wi' = wj —a (W, b) bl = b — OK%J(W b)
8W,-j Ob;
ol  Ow [” o g ob;" il

« comment calculer ces nombreuses derivées partielles ?

s,
JW, b;x,y) = 5(hwb(x) — y)3 g JWW. b x,y)
(’9Wij
X — a[l]
21 — gl 1 pld 9
—— J(W, b; x,y)
[6+1] / b
a = f (2l j

hW,b(X) — a[nﬁ]



Retro-propagation

* retour aux cours (élémentaires) de mathématiques en calculant d’abord la dérivée par rapport aux zl.[e]

[Seppo Linnainmaa 1970, Yann LeCun 1985]

5I[ne] _ azé_[)”ﬁ] J(W, b; x, y)
_ 0 1 _ v)2
GO\)G\\G — 821_[n£] 5 (hW,b(X) )/) by () — aloi] — F(2An])
é(e n Ga[ne]
66“\\ — (aE el y) 5 7]

[e+1]
* hypothéses O /’

J(W, b;x,y) = 2(hw.p(x) — y)° e+
[5] [5]

X — a[l]
[€+1]

A — a5l L pla \\’
Jle+1] — f(Z[£+1]) \’ [6+1]

O

de+1

hW,b(X) — a[nﬁ]



Retro-propagation

* retour aux cours (elementaires) de mathematiques en calculant d’abord la derivee par rapport aux z;

4]

[Seppo Linnainmaa 1970, Yann LeCun 1985

5

* hypothéses

J(W, bix,y) = 5(hw(x) — y)’

X = a[l]
A1) — a0 o pla
qlé+1] — f(z[ﬁ—l—l])

hW,b(X) — a[nﬁ]

G J(W, bix, y)

de+1
Zjiji 9y [£+1] J(W, b; x, Y)

[€+1]

[e+1]

“j hw b(x) = al"d = f(zln])

ZdE—H 5[24‘1] 0z;
J Oa [E] az_[ﬁ]

Zc_full 5[54‘1] [5] f’( [E])
J

J:

(Zdejull [E] 5[5"‘1]) f/( I[E])

[e+1]
i o /P

[€—|— 1]
[f] [K]

[€—|— 1]
N\

[6+1]
X Zdp1

O



Retro-propagation

« calcul des derivees partielles par rapport aux poids [Seppo Linnainmaa 1970, Yann LeCun 1985]

n 0 n n [£+1]
5" = o T bixy) = (3 " —y) £z O J(W, bix,y) = Yool o .
Z W w;;
de+1 o [0+1] 821.[£+1]
o1 — ﬁm J(W, b:x, y) = (Z WJ_[I_E] 5J[_£+1]) 7 (1) = 9, me
0z =1 _ st o xde [ 14
i ol 2ak=1 Wik 9k

sle+1] aj[_e]

* hypothéses

J(W, bix,y) = 5(hw(x) — y)’

4 A let]
x — gl1l 6’W15.€] J(W, b,X,y) = a; 5/
LA+ — il glad o ple]
0  c[e+1]
; J(W, b; x,y) = 6:
a[£+1] — f(Z[E—i_]']) ab[]

hW,b(X) p— a[nﬁ]



Retro-propagation

» calcul des derivées partielles par rapport aux poids

[4]

1) on calcule les a;" par une passe en avant

2) pour la couche de sortie (ou les sorties si plusieurs), on calcule
5I[n£] — (agnﬁ] ) f/( [nﬁ]) hW,b(X) _ a[ne] _ f(Z[ne])

3) pour chaque neurone des couches intermeédiaires, on calcule

des1

¢ 0 [e+1 /
51[] _ (Z Wj[i] 51[ + ]) f/(zi[ ])
j=1 /’ [£+1]
4) les dérivées sont maintenant établies O

[E—I— 1]

4 . 4] sle+1] (/) = alf
.0 J(W, b;x,y)=a;"
y le+1)
\\’
9 " O
—J(W, b;x, y) = ot
Ob; Ae+1]



Retro-propagation

» calcul des derivées partielles par rapport aux poids

4]

]

[4]

1) on calcule les a;" etles z

par une passe en avant
2) pour la sortie (ou les sorties si plusieurs), on calcule

olnel = (glred — y)) o £7(ZImely e multiplication point par point

3) pour chague neurone des couches intermédiaires, on calcule

S = (W) T sle+ily o £/( 1)

4) les derivées sont maintenant etablies

ViiaJ(W, b; x, y) = UGN T \V opéra’;tegrtde dlériv’alti’on pettr
rapport a tous les éléments

vb[e]J(W, b: x. y) — 5[£+1] de la matrice
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Apprentissage profond - calcul des poids

» descente du gradient (par lots) avec rétro-propagation pour calculer les poids

1) initialisation dW!l =0 et dbl! =0 pour tout ¢
2) pour toutes les données (x, y)

(i) par rétropropagation, calculer VyiaJ(W, b;x,y) et VyaJ(W, b; x,y)

(i1) additionner les dérivées pour chagque donnee

dWll = qwlt + VwiaJ(W, b; x, y)
dbll = dbll + V7,1 J(W, b; x, y)

3) modifier tous les poids
Wi — wid _ 4 [(1 dW[ﬁ]) 1) W[ﬁ]]

pld — plad _ [; db[e]]

4) et on recommence la descente jusqu’a convergence

5) PROBLEMES: initialisation des W et vitesse de cet algorithme



Calcul des poids

Exercice Ecrire les fonctions Python pour le calcul des poids avec les jeux de données et le modéle suivant

1.50

1.25 A

(0)
. a,
1.00 4 EEEEEEEREER
ap
0.75 - as
X

0.50 -

ae o
0.25 A
\ (/07
0.00 A 0000O0OOOOS 00000OOGONOOS a3
—0.25 4
O/ o
' . ' , ' ; , , Ay

—0.50

> F(x)

données modele
 on veut trouver un modele (neural net) qui approxime les donnees d’entrainement
* ce qui permet de prevoir des résultats en dehors des donnees d’entrainement (predictions)

» dans notre exercice, on suppose un reseau a 3 couches (entree, intermediaire avec 2 neurones, sortie) et
une fonction sigmoide d’activation

* il reste a calculer les parametres (poids)



Apprentissage profond

* jeu de données et coefficients initiaux

bleus = [(i/10, 0.2) for i in range (20)] + \
[(6 + i/10, 0.2) for i in range (20)] g
rouges = [(3 + i/10, 1) for i in range (20)] a
dataset = bleus + rouges C{éi
X

al, a2, a3, a4 = (0.0, 1.0, 0.0, -1.0)
a5, a6, a7 = (1.0, 1.0, -1.0)

* fonction d’activation (et sa derivee)

def sigma (x) :
return 1 / (1 + np.exp(-x))

def dsigma (x) :
return (sigma (x)) * (1 - sigma(x))

* on va calculer les poids par une descente de gradient sur les 7 coefficients




Apprentissage profond

e fonction calculée

def F1l(x):
global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7
return sigma (al x x + a2)

def F2(x):
global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7
return sigma (a3 * x + a4) X

def F(x):
global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7
return sigma (a5 x F1l(x) + a6 x F2(x) + a7)

« affichage des données et de la fonction calculee

xlim = (-3, 12)
def show (dataset)
global xlim
for (x, y) in dataset :
plt.plot (x, y, marker='o', color="'r' if y == 1 else 'b')
X = np.linspace (*xxlim, 100)
Y = F(X)
plt.plot (X, Y)
plt.grid()
plt.show()
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Apprentissage profond

e dérivées de la fonction calculée

def dF1(x):

global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7

return np.array ([dsigma (al * x + a2) * x, \
dsigma (al x x + a2), \
o, 0, o0, 0, 0])

def dF2(x):

global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7
return np.array ([0, 0, dsigma (a3 *x x + a4) x X,
dsigma (a3 *x x + a4), 0, 0, 0])

def dF(x):

global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7
dA3 = dsigma(a5 *x Fl(x) + a6 *x F2(x) + a7)
return np.array ([ \

dA3
dA3
dA3
dA3
dA3
dA3
dA3

X

*
*
*
*
*
]

ab x dF1l
ab x dF1l
ab *x dF2
ab *x dF2
F1(x),
F2(x),

)

x)[0],
x)[1],
x)[2],
x) [3],

e N N

\

F(x)



Apprentissage profond

* |a fonction J de colt * derivées du cout » descemte du gradient
def JIxy(x, y) : def derdxy (x, y) : def descent (dataset)
return 0.5 x (F (x) — y)*xxk2 return (F(x) - y) * dF (x) global al, a2, a3, a4, a5, a6, a7
global alpha
def J(dataset) : def der] (dataset) : for epoch in range (800)
s = 0; n = len(dataset) s = 0 dd = derJ (dataset)
for (x, y) in dataset : for (x, y) in dataset : al —= alpha *x dd [0]
s += Jxy (x, vy) s += derdxy (x, y) a2 —= alpha *x dd [1]
return s retUrn s a3 —= alpha *x dd [2]
a4 —= alpha * dd [3]
a5 —= alpha * dd [4]
a6 —= alpha * dd [5]
a7 —= alpha * dd [6]
1.0 |

* programme principal

alpha = 0.1 og4 1/ N
print ('J = ', J (dataset)) | | |
print ('ala2a3ad4aba6a7 ——> ', al, a2, a3, a4, a5, a6, a7)
show (dataset) |
0.6 |
descent (dataset)
print ('J = ', J (dataset)) 0.4
print ('ala2a3ad4aba6a7 ——> ', al, a2, a3, a4, a5, a6, a7)
show (dataset)
0.2




Apprentissage profond
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Réeseau de neurones (rappel)

- exemple de réseau avec d entrées, 1 sortie, 5 couches (n, =5) et une fonction d’activation uniforme f

X —= a[l]

A1) — a5l L pla

qlé+1] — f(Z[ﬁ—l—l])

hW,b(X) — a[nﬁ]

d = d; ng=>5 wlil -3« d Wl -ax3 wBl.2xa wh.1x2

* 31 parametres quand d = 3 !!



Apprentissage profond

[ version algébrique ]

e fonction calculée

W1l = np.array ([[al]l, [a3]]) # shape 2x1
Bl = np.array ([[a2], [a4]]) # shape 2x1
W2 = np.array ([[a5, a6l]) # shape 1x2
B2 = np.array ([[a7]]) # shape 1x1
X
def F(x):

global W1, W2, B1l, B2
X = np.array([[x]])

L2
/3

np.dot (W1, X)+ Bl; A2 = sigma (Z2)
np.dot (W2, A2) + B2; A3 = sigma (Z3)

return A3[0,0]

» affichage des donnees et de la fonction calculée

xlim = (-3, 12)
def show (dataset) :
global x1lim

for

(x, y) in dataset :

plt.plot (x, y, marker='o', color='r' if y == 1 else 'b"')
np.linspace (xxlim, 100)

np.array ([F(x) for x in X])

.plot (X, Y)
.grid()
.show()
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Retro-propagation (rappel)

» calcul des derivées partielles par rapport aux poids

4]

]

[4]

1) on calcule les a;" etles z

par une passe en avant
2) pour la sortie (ou les sorties si plusieurs), on calcule

olnel = (glred — y)) o £7(ZImely e multiplication point par point

3) pour chague neurone des couches intermédiaires, on calcule

sl — ((W[K])T 5[€+1]) o f/(Z[E])

4) les derivées sont maintenant etablies

ViiaJ(W, b; x, y) = UGN T \V opéra’;tegrtde dlériv’alti’on petur
rapport a tous les éléments

vb[e]J(W, b: x. y) — 5[£+1] de la matrice



Apprentissage profond

 fonction de colt e dérivée du colt » descente du gradient
def Ixy(x, y) : def derJdxy (x, y) : def descent (dataset)
return 0.5 x (F (x) — y)**2 # forward pass global W1, W2, B1, B2
global W1, w2, B1l, B2 global alpha
def J(dataset) : X = np.array([[x]]) for epoch in range (1000) :
s =0 Z2 = np.dot (W1, X) + Bl; A2 = sigma (Z2) (dwl, dw2, dB1l, dB2) = derJ (dataset)
for (x, y) in dataset : Z3 = np.dot (W2, A2) + B2; A3 = sigma (Z3) W1l —-= alpha * dWl; Bl -= alpha * dBl1
s += Jxy (x, y) W2 —= alpha *x dW2; B2 —= alpha * dB2
return s # back propagate

Y = np.array([[y]l])

D3 = (A3 - Y) x dsigma(Z3)

D2 = np.dot (W2.T, D3) * dsigma (Z2)
dJW1l = np.dot (D2, X.T); dIJB1 = D2
dJW2 = np.dot (D3, A2.T); dJB2 = D3
return dJwl, dJw2, dJB1l, dJB2

def derJ (dataset)

sWl, sW2, sbl, sb2 =0, 0, 0, © 5B = (3Bl — ) @ £/ (213
bl for (x, y) in dataset : ng :((W[2])T5[3])of’(z[2])
* programme principa (dwl, dw2, dB1, dB2) = derJxy (x, y)
prog princip W1 e dnLs cu e i VwuJ(W, b;x, y) = 6P (alth)T
alpha = 0.1 sbl += dB1l; sb2 += dB2 Y7HHJ(VV,b;x,y)::<ﬂﬂ
print ('J = ', J (dataset)) return (sWl, sW2, sbl, sb2) 31/ 2T
print ('wlb2w2b2 ——> ', W1, B1, W2, B2) V(W b; x,y) = (a')
show(dataset) Vi J(W, b;x, y) = 68

descent (dataset)

print ('J = ', J (dataset))

print ('wlb2w2b2 -—> ', W1, B1, W2, B2)
show(dataset)



Apprentissage profond
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Apprentissage profond

e 'initialisation des poids est importante pour diminuer I'erreur
* beaucoup d'operations peuvent étre vectorisées avec un GPU (processeur graphique)

- la multiplication de matrices exécutée en paralléle [https://voutu.be/cGEIEnekmRM ]

- 'addition de matrices executee en parallele
- chaque etape de la retro-propagation en parallele

- tout calcul sans variables modifiables (ce n'est pas le cas de la descente de gradient)

* NVDIA est actuellement le plus important fabricant de GPU, aussi rebaptiseé Neural Engine chez Apple

 Tensorflow, Pytorch marchent avec GPU sur PC avec chip AMD, macbook-pro, et iMac avec les
chips M1, .. , M4 (chip Apple/ARM). Google a développé les TPU (Tensor Processor Unit)


https://youtu.be/cGEIEnekmRM
https://youtu.be/cGEIEnekmRM
http://jeanjacqueslevy.net/algo-prog-ia-25

Reconnaissance de texte

[ exemple pris de Deepmath Exo7 (cité dans la 2eme diapositive), page 192 ]

Le but de cet exemple est de décider si une critique de film est positive ou négative. Voici un exemple de
critique (la critique numéro 123) de la base que nous utiliserons :

beautiful and touching movie rich colors great settings good acting and one of the most charming
movies i have seen in a while i never saw such an interesting setting when i was in china my wife
liked it so much she asked me to log on and rate it so other would enjoy too

C’est un critique positive !

La base IMDB fournit 25000 critiques d’apprentissage, chacune étant déja catégorisée positive (valeur 1)
ou négative (valeur 0)

Voici trois (fausses) critiques :

« bon film a voir absolument»

« début moyen mais apres c’est tres mauvais»

« film drble et émouvant on passe un bon moment»

- Tout d’abord, parmi toutes les critiques, on ne retient que les 10 mots les plus fréquents. Imaginons que
ce sont les mots : film, bon, mauvais, voir, éviter, tres, bien, mal, moyen, super

En réalité on retiendra les 1000 (voire 10 000) mots les plus fréquents.



Reconnaissance de texte

[ exemple pris de Deepmath (cité dans la 2eme diapositive), page 192 ]

- Tout d’abord, parmi toutes les critiques, on ne retient que les 10 mots les plus fréquents. Imaginons que
ce sont les mots : film, bon, mauvais, voir, éviter, tres, bien, mal, moyen, super

En réalité on retiendra les 1000 (voire 10 000) mots les plus fréquents.

« On code une phrase comme une liste d’indices de mots. Le mot « film » est remplacé par 1, le mot « bon »

par 2,. .. jusqu’a « super ». Les autres mots ne sont pas pris en compte. Par exemple la critique « bon film
a voir absolument » devient la liste d’indices [2, 1, 4]. Les deux autres critiques deviennent [9, 3] et [1, 2].

- On transforme ensuite chaque liste en un vecteur de taille fixe n = 10 de coordonnées 0 ou 1. On
place un 1 en position i si le mot numéro i apparait dans la critique. Ainsi la phrase « bon film a voir
absolument », codée en [2, 1, 4] devient le vecteur X=(1,1,0,1,0,0, 0, 0, 0, 0). La phrase codée
[9, 3] donne le vecteur X'=(0,0,1,0,0,0,0,0, 1, 0).

Vecteur critique

Critique Codage critique ( 1 \ film
1 bon
bon film a voir absolument [2, 1, 4] 0 |mauvais
1: film 1 voir
2:bon 0 éviter
3 : mauvais
4 : voir 0 trés
g : éviter
: tres )
7 : bien 0 bien
8 : mal
9: moyen 0 mal
10 : super 0 moyen
\ 0 ) super



Apprentissage supervise, réinforcé ou non

e apprentissage supervisé avec un jeu de donnees d’entrainement ou la sortie est étiquetee

- ce qu'on a vu jusqu’a présent

e apprentissage non supervisé avec un jeu de donnees non etiquetees

- on essaie de les classer en groupes a partir de données prises au hasard initialement

* apprentissage renforcé est un melange des deux techniques

- on modifie I'apprentissage automatique avec quelques interventions humaines

* 'apprentissage géneratif désigne la prédiction a partir d'une des methodes précedentes

- par exemple, GPT (generative pre-training transformer) utilisé dans les LLM ou Chat-GPT



Modeles de réseaux

* hn: modeles sequentiels

- suite de couches (plus ou moins denses, couches de convolution possibles)

°* 'nn: modeles récurrents

- boucles possibles dans I'enchainement des couches

* modeles fonctionnels (en Keras)

- topologie a la carte



Conclusion

* 'apprentissage est bien loin des algorithmes

* |la contribution informatique est : le stockage possible de grand nombre de données, les processeurs paralleles

* 'apprentissage est une discipline plutdét expérimentale (statistiques et probabilités)

* "apprentissage a été souvent le domaine de la vision par ordinateur (computer vision)

* de maniére surprenante, 'apprentissage marche pour 'analyse de la langue naturelle (NLP) avec les LLM et GPT

* il reste a I'intégrer a la démonstration automatique de théorémes, a I'aide a la programmation (copilot) ou
a la verification du logiciel

e etc..



